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從理解到應用無界學堂　/　精華試閱　

私中・資優數學
重點整理與解題示範

看懂公式，

也看懂解題的每一步。

從數與運算到幾何、機率與邏輯，

用八大模組串起基礎到進階的準備路線。

8
大考點模組

10
道精選示範題

12
頁免費試閱

適合準備私中數學評量、希望延伸思考的國小高年級學生與家長。

翻開之前，先想一想

去程時速 60，回程時速 40。
全程平均時速是 50 嗎？

去程　60 km/h　→

←　40 km/h　回程

路程相同，不代表花的時間相同。
真正要算的是「總路程 ÷ 總時間」。

第 6 頁，帶你一步一步算清楚 →

本冊，你會讀到

公式的意思與適用條件
代表題型的逐步詳解
常見誤解與答案檢查
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八大模組，準備路線一次看清楚
從第一冊整理基礎，到第二冊延伸方法；下列頁碼為本試閱頁碼。

01 數感與運算結構 p.03

第一冊 位值、拆合、估算
第二冊 換位構數、尾數循環
本頁題型：從數字條件找出原數

02 因倍數與餘數 p.04

第一冊 公因數、公倍數
第二冊 輾轉相除、同餘
本頁題型：篩出同時符合限制的數

03 分數與百分率 p.05

第一冊 分數運算、比率
第二冊 連續變動、基準轉換
本頁題型：由售價反推原價與成本

04 比例、速率與工作量 p.06

第一冊 比例、單位量
第二冊 連比、工程、相對速度
本頁題型：判斷平均速度如何計算

05 數量關係與整數解 p.07

第一冊 關係式、逆推
第二冊 整數解、條件極值
本頁題型：找齊符合預算的方案

06 幾何與空間 p.08

第一冊 度量、面積、拼補
第二冊 相似、面積比、展開
本頁題型：不用求邊長也能求面積

07 資料分析與機率 p.09

第一冊 圖表、平均、可能性
第二冊 加權、反推、樣本空間
本頁題型：計算不放回抽取的機率

08 計數與邏輯 p.10

第一冊 規律、列表、排除
第二冊 排容、鴿籠、不變量
本頁題型：回答至少多少才能保證



私中・資優數學｜精華試閱 03

數感與運算結構無界學堂　/　精華試閱　

01｜看懂數的結構，減少試填
位值展開 → 換位差 → 條件代入

把「幾位數」拆成位值

百位為 a、十位為 b、個位為 c 的三位數，可以寫成下式。a 不能是
0；每個字母都代表一個數字。

N = 100a + 10b + c

換位後，相同部分會消去

百位、個位交換後，新數為 100c＋10b＋a。兩式相減，十位的 10b
抵消。

N − 新數 = 99(a − c)

公式告訴我們什麼？

原數比新數大 396，就代表百位比個位大 396÷99＝4。先找出數字的
關係，能大幅減少試填。

若兩數只說「相差」，應取差的絕對值。若要求倒序後仍為三位數，原數的個位也不
能是 0。

經典題型・原創示範

用三個條件鎖定原數

一個三位數的數字和為 16；十位比個位大 3。交換百位與個位
後，原數比新數大 396。原數是多少？

1 先用換位差

99(a−c)＝396，所以 a＝c＋4。

2 再寫出十位關係

b＝c＋3。現在三個數字都能用 c 表示。

3 代入數字和

(c＋4)＋(c＋3)＋c＝16
3c＋7＝16，得到 c＝3。

4 回推並驗算

a＝7、b＝6。7＋6＋3＝16，
763−367＝396，兩個條件都符合。

答案　原數為 763。
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因倍數與餘數無界學堂　/　精華試閱　

02｜大數與餘數，都能化繁為簡
公因公倍關係 → 輾轉相除 → 多條件同餘

最大公因數與最小公倍數

對正整數 a、b，令 g 為最大公因數、L 為最小公倍數。兩數分解後，
共同因數在 g 中算一次，其餘部分在 L 中補齊。

g × L = a × b

輾轉相除：用餘數縮小問題

若 a＝bq＋r，共同因數也能整除 a−bq＝r，因此 gcd(a,b)＝
gcd(b,r)。算到餘數為 0，最後的非零餘數就是答案。

252＝198×1＋54
198＝54×3＋36
54＝36×1＋18；36＝18×2
所以 gcd(252,198)＝18。

同餘：把相同餘數寫得更短

N≡4 (mod 9) 表示 N 除以 9 餘 4，也就是 N＝9k＋4，k 為整數。
mod 9 的意思是「以 9 為模數」。

同餘可以同加、同減、同乘；不可任意同除。例：2≡8 (mod 6)，但 1 與 4 並不同
餘。

經典題型・原創示範

多條餘數條件，逐步篩選

正整數 N 大於 100、小於 300。N 除以 9 餘 4、除以 11 餘 7，
且 N 與 84 的最大公因數大於 1。求 N。

1 先用一個條件列式

N＝9k＋4。由範圍可得 k＝11～32。

2 用第二個條件縮小候選

9k＋4≡7 (mod 11)，即 9k≡3。
兩邊乘 5：45k≡15，所以 k≡4。
範圍內只有 k＝15、26。

3 算出兩個候選數

N＝139 或 238。再檢查最大公因數：
gcd(139,84)＝1；gcd(238,84)＝14。

4 回代全部條件

238＝9×26＋4＝11×21＋7，
且 14＞1，範圍也符合。

答案　N＝238。
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分數與百分率無界學堂　/　精華試閱　

03｜百分率，先認清比較基準
把變動翻成倍率，比記住折扣口訣更可靠。

百分率一定有比較基準

增加 25% 是在原量上加 0.25 倍；九折則保留原標價的 0.9 倍。先問
「相對於哪個量」，再寫倍率。

新量 = 原量 × (1 ± 變動率)

連續變動，要連乘倍率

第二次變動用的是第一次變動後的量。因此先漲 20%、再降 20%，倍
率是 1.2×0.8＝0.96，最後反而少了 4%。

最終量 = 原量 × 倍率₁ × 倍率₂

倒推原量，把倍率除回去

若已知最後的量，沿著變動順序逆推；也可以一次除以所有倍率的乘
積。

原量 = 最終量 ÷ (倍率₁ × 倍率₂)

「利潤率」要先講清楚分母。本頁以成本為基準：利潤率＝(售價−成本)÷成本。

經典題型・原創示範

打折出售，仍然有利潤嗎？

商店把商品按成本加價 25% 定價，再按定價打九折出售，售價為
540 元。求成本與以成本為基準的利潤率。

1 把兩次變動接起來

設成本為 C：
定價＝1.25C；售價＝1.25C×0.9。

2 由售價反推成本

1.125C＝540，
C＝540÷1.125＝480。

3 利潤除以正確基準

利潤＝540−480＝60 元。
60÷480＝0.125＝12.5%。

4 檢查整段流程

480×1.25＝600 元；
600×0.9＝540 元，符合售價。

答案　成本 480 元；利潤率 12.5%。
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比例、速率與工作量無界學堂　/　精華試閱　

04｜平均速率，要把時間算進來
先用「總量 ÷ 總時間」理解，再使用快捷公式。

速率是「每單位時間的路程」

路程＝速率×時間。處理多段行程時，各段的速率可能不同，必須分別
算時間，再把路程與時間加總。

平均速率 = 總路程 ÷ 總時間

等距往返，為何不能直接平均？

慢的那一段花較多時間，對全程平均的影響也較大。只有兩段時間相
等時，才能直接取兩個速率的算術平均。

等距兩段：平均速率 = 2uv ÷ (u + v)

每段路程設為 d，總時間為 d/u＋d/v。用 2d 除以總時間，就得到上
式；u、v 必須使用相同單位。

同樣的想法，也能處理工程

把總工作量設為 1。甲單獨 a 天完成，每天做 1/a；乙每天做 1/b。
效率固定、合作互不干擾時，每天完成 1/a＋1/b。

平均速率若「包含停留」，分母要加入停留時間；路程不變。

經典題型・原創示範

往返相同路程的平均速率

甲地到乙地 60 公里。去程時速 60 公里，回程時速 40 公里，途
中不休息。全程平均時速是多少？

1 分段計算時間

路段 路程 時間

去程 60 公里 60÷60＝1 時

回程 60 公里 60÷40＝1.5 時

2 加總路程與時間

總路程＝60＋60＝120 公里。
總時間＝1＋1.5＝2.5 小時。

3 求全程平均

120÷2.5＝48 公里／時。

4 檢查答案合理性

48 介於 40 與 60 之間，而且低於 50；因為時速 40 的路段花了
較多時間。

答案　平均時速為 48 公里。
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數量關係與整數解無界學堂　/　精華試閱　

05｜先找整數範圍，再列全部方案
等量關係 → 差額代換 → 整數篩選

數量只能是整數，不能只解方程

買幾本書、分幾組人，都不能出現半個答案。先找等量關係，再用整
數、範圍與總數等條件篩選。

ax + by = 總金額

a、b 是單價，x、y 是數量；是否允許 0，必須看題目要求。若至少各
買一件，便有 x≥1、y≥1。

固定總件數，減少一個未知數

若共買 n 件，可寫成 x＝n−y，代回總金額：

總金額 = a(n − y) + by
= an + (b − a)y

這也等於「先假設全買便宜的，再逐件換成貴的」。每換一件，金額
固定增加 b−a。

有上下限，先圈出可行範圍

預算區間會變成 y 的上下限；最後只保留整數，逐一回查總件數。

題目問「全部方案」，只寫一組可行答案不夠。要說明為何區間外的數都不符合。

經典題型・原創示範

預算限制下，有幾種買法？

12 元與 17 元筆記本共買 20 本，總金額至少 260 元、不超過
290 元。列出全部購買組合。

1 先假設全買便宜的

20×12＝240 元。設 17 元的買 y 本。

2 用差額寫出金額

每換一本多 5 元，所以總價＝240＋5y。
260≤240＋5y≤290。

3 求整數範圍並列全

20≤5y≤50，所以 y＝4、5、…、10。

17 元本數 4 5 6 7 8 9 10

12 元本數 16 15 14 13 12 11 10

4 確認沒有漏解

少於 4 本時不足 260 元；多於 10 本時超過 290 元。表內每組
總數都是 20。

答案　共有 7 種，組合如表。
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幾何與空間無界學堂　/　精華試閱　

06｜圖形看關係，面積不用硬算
同高面積比 → 分段比例 → 兩次縮小

同高三角形，面積跟著底邊變

三角形面積為底×高÷2。如果兩個三角形的高相同，約去共同的高與
1/2，就得到面積比＝底邊比。

同高時：S₁ : S₂ = b₁ : b₂

兩條邊各取一部分，面積怎麼變？

D 在 AB 上、E 在 AC 上時，先比較 △ADC 與 △ABC，再比較
△ADE 與 △ADC；兩次都可用同高的面積比。

SADE / SABC = (AD / AB) × (AE / AC)

相似圖形，面積比是長度比的平方

若圖形整體等比例放大 k 倍，底與高都變 k 倍，面積就變 k² 倍。前提
是兩個圖形確實相似。

AD:DB＝2:3 時，AD/AB＝2/5。分母是「整條 AB」，不能直接用 2/3。

經典題型・原創示範

不求邊長，直接求小三角形面積

△ABC 面積為 90 平方公分。D 在 AB 上，AD:DB＝2:3；E 在
AC 上，AE:EC＝1:2。求 △ADE 面積。

A

B C

D
E

S = 90 cm²

1 先把分段比換成全長比

AD/AB＝2/5，AE/AC＝1/3。

2 第一個同高面積比

△ADC 與 △ABC 以 AB 上的線段為底，
高相同，所以 SADC＝90×2/5＝36。

3 第二個同高面積比

△ADE 與 △ADC 以 AC 上的線段為底，
高相同，所以 SADE＝36×1/3＝12。

答案　12 平方公分；小於原面積，合理。
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資料分析與機率無界學堂　/　精華試閱　

07｜看清總量，也看清每一種可能
加權平均 → 抽取路徑 → 機率驗算

平均數，先還原成總量

兩組人數不同，不能直接平均兩組的平均數。先用「平均×人數」還原
總量，再除以合計人數。

合併平均 = (n₁m₁ + n₂m₂) ÷ (n₁ + n₂)

n 表示人數，m 表示各組平均。例如 10 人平均 80、20 人平均 86，
合併平均是 (800＋1720)÷30＝84。

機率，先弄清楚所有可能

等可能的結果才能用「符合結果數÷所有結果數」。抽球若不放回，第
二次的球數與顏色組成會改變。

某一路徑機率 = 第一步機率
× 該情況下第二步機率

「至少一次」可從反面想

若事件與它的反面涵蓋全部結果，且不會同時發生，兩者機率和為
1。

至少一次成功 = 1 − 一次也沒成功

兩條路徑的機率能直接相加，是因為它們互斥：同一回抽取不會同時是「紅紅」又是
「藍藍」。

經典題型・原創示範

不放回抽兩球，同色機率是多少？

袋中有 3 顆紅球、2 顆藍球。每顆球被抽中的機會相同，抽出後不
放回，連抽兩顆。求兩顆同色的機率。

1 把同色分成兩條路徑

同色＝紅紅，或藍藍。這兩種情況不重疊。

紅紅 先紅 3/5 → 再紅 2/4

藍藍 先藍 2/5 → 再藍 1/4

2 每條路徑分別相乘

P(紅紅)＝3/5×2/4＝3/10。
P(藍藍)＝2/5×1/4＝1/10。

3 把互斥情況相加

P(同色)＝3/10＋1/10＝2/5。

4 用另一種計數驗算

5 顆中選 2 顆有 10 種不同配對；
紅紅有 3 種，藍藍有 1 種，(3＋1)/10＝2/5。

答案　同色機率為 2/5，即 40%。
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計數與邏輯無界學堂　/　精華試閱　

08｜「保證」兩個字，藏著分類策略
乘法計數 → 排除重複 → 設計鴿籠

分步選擇，用乘法原理

如果第一步有 a 種選擇，而且每種選擇後第二步都有 b 種，就有 a×b
種完整結果。有禁止條件時，需先分類再計數。

完整結果數 = 第一步選法 × 第二步選法

兩群有重疊，用排容原理

先把兩群人數相加，重疊的人會被算兩次，因此減去一次。例：30 人
學游泳、22 人學球類，8 人兩者都學，至少學一種的有 44 人。

至少屬於一群 = A 群 + B 群 − 重疊

要求「保證」，用鴿籠原理

把物件分到 k 個盒子，放入 k＋1 個物件，至少有一盒有 2 個。解題
的關鍵是設計盒子，讓同盒的兩個物件正好符合題意。

k 個盒子裝 k + 1 個物件
⇒ 至少一盒裝了 2 個

「至少多少才保證」要做兩件事：證明這個數量一定成功，再舉例說明少一個仍可能
失敗。

經典題型・原創示範

抽到一對和為 21 的數

從 1 到 20 的整數卡片中，任意抽取不同卡片。至少要抽幾張，才
能保證其中有兩張的數字和為 21？

1 依目標設計 10 個盒子

把卡片分成：
(1,20)、(2,19)、(3,18)、…、(10,11)。
每盒的兩張卡片和都等於 21。

2 先想怎樣可以一直避開

每盒只拿一張，最多可拿 10 張，
仍不會拿到同盒的一對。

3 第 11 張一定造成同盒

11 張卡片放在 10 個盒子，至少一盒有
兩張，因此一定有一對數字和為 21。

4 證明 10 張還不保證

只抽 1～10，就沒有兩張和為 21。
所以不能把答案降成 10。

答案　至少抽 11 張。
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跨章自我挑戰無界學堂　/　精華試閱　

自己試一次，把方法帶到新題目
先遮住下方解答。卡住時，回看第 4 頁或第 8 頁的公式說明。

經典題型・原創示範

挑戰 A｜把兩個餘數條件接起來

正整數 N 大於 100、小於 200；除以 6 餘 2、除以 9 餘 5，而且
是 7 的倍數。求 N。

先試 3 分鐘，寫下第一個關係式。

完成後，再往下核對

1 把餘數變成整除

N＋4 同時能被 6、9 整除，
所以 N＋4 是 lcm(6,9)＝18 的倍數。

2 利用範圍列全候選

N＝18k−4。範圍內的候選為
104、122、140、158、176、194。

3 用最後條件篩選並驗算

只有 140 是 7 的倍數。
140＝6×23＋2＝9×15＋5＝7×20。

答案　N＝140。

經典題型・原創示範

挑戰 B｜長度比，如何變成面積差？

兩個相似三角形的對應邊長比為 3:5，大三角形比小三角形多 64
平方公分。小三角形面積是多少？

先試 3 分鐘，畫出面積份數。

完成後，再往下核對

1 先把長度比平方

因為兩三角形相似，面積比為
3²:5²＝9:25。

2 由差值求一份

大比小多 25−9＝16 份。
16 份是 64，所以每份為 4 平方公分。

3 求面積並驗算

小面積＝9×4＝36；大面積＝25×4＝100。
100−36＝64，符合題意。

答案　小三角形面積為 36 平方公分。
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把下一步，安排在適合孩子的位置
先整理基礎，再延伸策略；依目前程度選擇起點。

第一冊・整理基礎與完整練習

數學思維進階講義

適合需要整理考點、建立練習習慣，或希望先找出能力缺口的學生。

從八大模組出發，搭配診斷、單元練習、混合與限時模擬，逐步熟悉
題目的條件與問法。

第二冊・延伸方法與策略挑戰

數學考題加強講義

適合第一冊已完成，或想再挑戰進階方法與整合問題的學生。

延伸至輾轉相除、同餘、整數解、相似與計數策略，練習選擇方法、
處理限制與檢查答案。

閱讀範圍說明

本試閱為重新編寫的精華導讀，特別附有逐步詳解。兩冊完整版以觀念、練習
與答案索引為主，不提供逐題詳解。

把這份理解，接到持續練習

查看完整版講義

到無界學堂商店查看商品介紹、
上架版本與購買方式。

前往商品頁 →

想知道孩子適合從哪裡開始？

課程由我親自接洽、親自授課。可以先告訴我孩子的年級、目前
程度與準備目標，我們再討論適合的練習與上課安排。

詢問課程與學習安排 →

無界學堂・無尾熊老師

https://boundless-course-scheduler.netlify.app/store/
https://boundless-course-scheduler.netlify.app/store/
https://boundless-course-scheduler.netlify.app/contact/
https://boundless-course-scheduler.netlify.app/contact/

